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【摘要】本研究是針對學童在數學分數概念學習，開發出一套以貝氏網路為主的分數學
習診斷系統，診斷與推論出國小六年級學童對分數概念的錯誤概念，最後提供給學生建
議的補救學習路徑。 

【關鍵字】貝氏網路（Bayesian Networks）、貝氏網路診斷系統 

一、研究背景與動機 

「分數」在數學課程中佔有極重要的角色，然而分數概念的學習，對兒童而言卻
是最困難的部分。因此，若能在兒童分數學習的診斷上，有效的找出兒童學習上相關
聯的錯誤概念，給予正確的補救學習路徑建議，預期將能有效的改善兒童對分數學習
時所產生的錯誤概念。 

本研究期望能利用貝氏網路，建構出一套能針對國小六年級學童分數概念，做評
量、診斷、分析並提出補救學習建議路徑的線上「分數概念貝氏網路診斷系統」。 

二、相關文獻探討 

（一）貝氏網路（Bayesian Networks） 

1. 條件機率 

2. 貝氏網路 

3. 貝氏網路推論 

三、貝氏網路推論演算法 

當在貝氏機率網路裡做推論時，基本上可將多連通圖拆成單連通圖處理，其推
論法式可使用由下而上推演、由上而下推演做處理，Richard (2003)在其著述
Learning Bayesian Netwoks依據Kim 及 Peal’s的訊息傳遞演算法。} 
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當學生經線上測驗後，可利用此貝氏推論演算法，藉由概念關聯推演受檢測的
概念其概念認知程度為何？以便尋找正確的補救教學學習路徑。 

四、研究過程 

（一）研究架構 

本研究之研究架構，其詳細研究步驟可分成下列步驟進行： 

1. 訪談教師，分析學童分數應學習的概念，請專家確認應學習的概念。 
2. 採用專家模糊徳菲法，對學者專家及現任教師進行訪談與問卷調查，確認

分數概念關聯情形，再繪製出分數概念關聯圖。 
3. 依據已確認之分數概念，挑選試題。 
4. 進行試題預試，再依據預試結果，去除項目分析中難度、鑑別度不佳的題

目，更換合適的題目，再進行試題預試，直至試題項目分析結果令人滿意
為止。 

5. 學習診斷測驗：共收集 668 名學童受測資料。 
6. 做資料分析與系統修正。 
7. 製作出國小分數概念貝氏推論系統。 
8. 透過系統推論，診斷出學生對每一概念的認知狀況。 
9. 根據每一學生的概念認知狀況及錯誤概念，提出補救學習建議路徑。 
10. 提出研究結論與建議。 

（二）專家確認後之國小數學分數學習概念關聯圖 
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（三）建立測驗題庫 

採用「94 年台中市國小數學檢測題庫」（台中市國小數學科輔導團編製），
每一道題目存在一個學習概念，測驗後，在正確概念機率值的取得上，採用台
中市國小數學科輔導團針對台中市 13 所學校六百多位國小六年級學生所做的
數學診斷試題中，從中萃取與分數學習相關的代表性試題 22 題，預備做為本
研究的施測題目。 

（四）建立貝氏網路系統，藉以診斷國小學童在分數學習上的學習概念： 
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學習評量診斷系統架構 

在建構分數概念之貝氏網路實作上，則採用 GeNle 計畫之 smile.net 程式庫
工具，利用此程式庫工具可以在 ASP .net 裡，依據前述 Pearl's 貝氏網路建構
演算法撰寫程式碼，用以建構分數概念之貝氏網路並且設定各節點之機率值表
(CPT)值。系統以 ASP、ASP.net 結合 Access 資料庫撰寫線上測驗及各類資料
分析程式，有關診斷推論部分則使用 ASP.net 結合 smile.net 程式庫工具。 

依據前述 668 名學生的施測資料，設定貝氏網路的條件機率表(CPT)，再運
用 smile.net 程式庫工具，產生貝氏網路節點，結合兩者建構出貝氏網路。當建
立好貝氏網路後，每一概念節點的條件機率表裏的條件機率值，即可表達概念與
概念間的相互影響關係。各概念的 CPT 設定如下（列舉概念 C1~C4）： 

C1T : 0.906 （C1T 表概念 C1 答對率，T 表答對） 
C1F : 0.094 （C1F 表概念 C1 答錯率，F 表答錯） 

C2T : 0.665 
C2F : 0.335 

C3T : 0.904 
C3F : 0.096 
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C4TTTT : 0.918 （C1C2 C3C4 皆答對的機率） 
C4TTTF : 0.082 （C1C2 C3 答對 C4 答錯的機率） 
C4TTFT : 0.55 
C4TTFF : 0.45 

      …………………… 

當建立完成貝氏網路後，藉著實際的推論可得知學生的學習狀況。 

五、貝氏推論與分析 

（一）概念推論 

首先將各概念的機率表值從資料庫讀出後輸入到貝氏網路裡，接著，針對
各個概念節點，依據節點的父節點以及子節點的事件發生（evidence）狀況(T 
or F)做設定，完成後，更新貝氏網路，可產生對概念節點的推估機率值，此機
率值表示父節點以及子節點的某特定事件發生下，對該節點預估發生的機率
值。 

 

 

 

 
0.2 0.4 0.6 0.8

     概念認知程度模糊尺度圖 

由於概念認知程度在分析上有其模糊性，因此在推論分析上採用上圖概念認知
程度模糊尺度進行推論分析，例如：若概念節點推估後的機率值為0.78，其認知程
度落則在「了解」與「有點了解」之間；若是概念節點推論後的機率值為0.15，其
認知程度落則在「非常不了解」與「不了解」之間。除此之外概念的認知還須配合
該概念實際的答題狀況（對或錯）做真正的判斷。 

（二）補救學習路徑建議 

依據貝氏網路的診斷推論，可明確的指出每一概念的了解程度，若概念處
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於尚了解與不大了解的模糊地帶，則只需對概念做加強。若概念屬於不了解或
相當不了解，則需要對該概念及父節點概念做補救學習。 

1. 從節點C1開始依序分析 
2. 若某位學生Ｓj 經測驗與貝氏推論後，得知其某概念 Ci 屬於不了解或相當不

了解，則輸出 ” 應加強概念 Ci ”。 
3. 概念 Ci 屬於不了解或相當不了解，則從節點 Ci 尋找 Ci 的父節點 Cp，並判

斷是哪些父節點 Cp 概念答錯，輸出所有答錯父節點 Cp 到概念 Ci 的路徑。 
4. 分析至節點C18為止，所輸出的路徑，即為學生Ｓj對此一概念所應學習的學

習補救路徑。 

學生概念推論與分析以及學習補救路徑，輸出如下所示，+++表概念認知程
度最佳，---表概念認知程度最差。 

學校 : B , 學號 : 60610 ,答對概念 : 16 ,答對率 : 90.9 %  

 

概念 (C01) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C1) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C02) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C2) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C03) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C3) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C04) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C4) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C05) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C5) 介於有點了解與有點不了解之間 ]  
概念 (C06) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C6) 介於了解與有點了解之間++ ]  
概念 (C07) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C7) 應介於非常了解與了解之間，但答錯，很可能是誤答 ]  
概念 (C08) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C8) 介於了解與有點了解之間++ ]  
概念 (C09) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C9) 介於有點了解與有點不了解之間 ]  
概念 (C10) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C10) 介於了解與有點了解之間++ ]  
概念 (C11) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C11) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C12) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C12) 介於有點不了解與不了解之間-- ]  
概念 (C13) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C13) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C14) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C14) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C15) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C15) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C16) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C16) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
概念 (C17) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C17) 介於非常了解與了解之間+++ ]  

概念 (C18) 的診斷結果為 : [ 對概念 (C18) 介於非常了解與了解之間+++ ]  
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建議的補救教學路徑 :  
1. 應補救 概念 ( C10->C12 ) 

 

六、研究結果分析 

本研究在研究過程中所遇到的問題及解決方式，如下所述： 

（一）試題項目分析 

本研究在項目分析研究過程中發現： 

1. 概念測驗中的學生數愈多，各概念的答對率、難度、鑑別度會逐漸趨於
穩定，學生數若低於 400 人以下，答對率、難度、鑑別度等數值變動性
較大，如： 

表 6-1 項目答對率比較表 

題 號 600 人 500 人 400 人 300 人 200 人 100 人 
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1 0.898 0.892 0.9 0.893 0.895 0.89 

2 0.64 0.642 0.658 0.653 0.64 0.63 

3 0.897 0.904 0.908 0.913 0.915 0.91 

4 0.827 0.832 0.845 0.86 0.875 0.87 

 診斷的試題需事先做好項目分析，對於太難或太容易的試題都會影響到概
念機率值，進而影響到貝氏網路推論結果。 

2. 不同區域的學生，在素質上有所差別，會影響概念的答對率，進而影響
到整體貝氏網路條件機率表(CPT)的值，亦對推論結果有所影響。 

表 6-2 不同區域學生項目答對率比較表 

題 號 A 校 B 校 C 校 D 校 E 校 F 校

1 0.8940.9430.7970.9640.9170.956

2 0.6590.6820.5780.6550.5560.644

3 0.8770.9490.8750.8180.9170.933

4 0.8320.8540.7730.8180.7780.911

因此，在試題的製作及項目分析上，宜採多校且樣本數大於 500 人以上為宜，
樣本數太少或受測區域性不明顯，較無法取得試題的準確度。 

（二）貝氏網路的建立 

使用貝氏網路作學習診斷，在建立貝氏網路的前置作業時就顯得相當重
要，錯誤的網路圖，無法產生正確的結果。本研究在概念關聯圖的建立上，採
用模糊德菲法彙整概念關聯訪談結果，使得概念關聯可以快速收歛得到一共識
結果，在研究過程中發現，委請專家、學者修正是很重要的，實際的教育工作
者對概念關聯的看法，非常有別於專家、學者的看法，在概念關聯的制定上，
至少需要 1/3 以上的專家、學者參與，並且需要請專家、學者做最後的修正與
認定。 

建立貝氏網路另一重點是節點條件機率表的產生，本研究利用對學生的答
題狀況做紀錄，直接的根據節點所需的機率表值做統計與計算，以得出真實的
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機率表值，這對之後的貝氏網路推論影響是最大的，因此正確的計算節點機率
表值，也是關係研究成敗的的重要關鍵之一。 

（三）貝氏網路的訊息更新 

一個概念除了受先備概念影響外，也會受後繼概念影響。透過貝氏網路，
將父節點與子節點各種可能發生狀況輸入，並做訊息更新，觀察概念節點機率
值的變化，可發現，在學習概念診斷上，概念除了受先備概念影響外，確實也
會受後繼概念的些微影響。 

（四）貝氏網路的推論結果 

從本研究中發現，藉由貝氏網路訊息更新後概念節點的推估機率值，配合
「概念認知程度模糊尺度」，可讓概念的認知狀況推論更加有彈性。概念的認
知狀況不再只是了解、不了解，而是能依據貝氏網路藉由先備、後繼概念的答
題狀況推論，當得知概念應答對或答錯的機率後，可根據實際概念的答對與
否，搭配使用「概念認知程度模糊尺度」，可配對產生十種診斷推論結果，在
概念診斷上，比模糊推論或是關聯概念推論要來得有彈性的多。 

從本研究中也發現，概念的答對率會影響節點條件機率表的建立，而節點
的條件機率，則會影響節點訊息更新後的機率值，搭配目前所制定的「概念認
知程度模糊尺度」，可發現所得出的推論需要稍微做修正。例：當概念答對機
率值偏低，如 C6（0.698），就算其父節點 C4、子節點 C7 皆答對，所得的
訊息更新機率值，也不過為 0.79，若 C6 答對，對照「概念認知程度模糊尺度」，
其推論落在「對概念介於有點了解與了解之間」，實際上應該推論為「對概念
介於了解與非常了解之間」，雖推論正確，但在程度上還是有所差別。 

因此每一概念的答對率其理想值應該在 0.75~0.9 之間。為得到較理想的
貝氏網路診斷與推論，在試題的項目分析上需做嚴謹的分析與篩選。而在「概
念認知程度模糊尺度」的制定上，須依據實際各概念的各種訊息更新機率值做
些微的調整，本研究所提出的「概念認知程度模糊尺度」，經研究發現是可行
的，但須配合實際狀況略作調整。 

（五）補救學習路徑的成效 

在許多學習診斷文獻中顯示，補救學習路徑應從概念的根節點開始，從根
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節點到發生錯誤概念的節點，列出完整的節點路徑，即是應補救的學習路徑。
但從實際研究中發現，這種形式的補救學習路徑，已包含了許多非常了解及了
解的概念節點，實際上這些概念是無需補救的。 

貝氏網路，由於先天上的限制：父節點的機率值只影響下一節點的機率
值，反而在概念關聯上，形成較強的關連。因此，使用貝氏網路追蹤補救學習
路徑，顯得較有效率且明確，搭配診斷推論，還可判斷概念節點是屬於加強單
一概念，或是補救關聯的概念；若是補救關聯概念只需列出相關聯的父節點概
念與此節點概念代碼，在實作上相當容易，在建議的補救學習路徑上，也不會
列出不該補救的概念節點，所提供的建議補救學習路徑則能更加的符合受診斷
者的需求。 

六、結論與建議 

綜合本研究的研究結果分析，使用貝氏網路作學習診斷，在概念認知推論與分
析上可得到具體的成效，而對提供學生建議的補救教學路徑，也有所成效。但本研
究也有幾個困難點需要後續的研究與克服： 

1. 目前本研究在題庫的建立上採取一道試題一個概念，在後續的概念認知
診斷過程中，略顯數據單薄，未來可編製一道試題隱含多個概念。 

2. 本研究對概念關聯的建立採用問卷填寫方式，在收集資料上略顯繁雜，
未來可嚐試使用線上填寫方式，而所收集到的資料，可使用程式自動計
算並且提出概念關聯圖。 

3. 概念節點的條件機率表值會直接影響到貝氏網路的推論結果，因此在編
製試題時，要確實做好試題項目分析，各試題的答對率應介於 0.75~0.9
之間較理想。 

4. 目前本研究推論概念認知程度時，所使用的「概念認知程度模糊尺度」，
採取模糊方式處理認知程度，其機率範圍介於 0~1 之間，但貝氏網路中
各概念節點的推論機率值，很可能偏低或偏高，必須對偏低或偏高的推
論機率值做轉換處理，讓推論結果更加合理。 

5. 本研究所使用的「概念認知程度模糊尺度」只能算是合理範圍內使用，
尺度裡各認知程度範圍的制定可再研究；而辨別概念認知程度的尺度，
亦可使用其他尺度做辨識。 
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